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摘要：跳跃线性系统是一类具有随机跳变参数的线性系统，其跳变参数根据给定的有限状态马尔科夫链演化，这 

样的模型可以用来描述出现故障或者在结构上突然发生变化的系统．本文采用随机李雅谱诺夫第二方法研究了具 

有干扰的离散时间跳跃线性系统的几乎处处稳定性，得到了一类充分条件．并由此条件进一步得出了更易于检测其 

几乎处处稳定性的充分条件． 
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The sum cient condition for almost sure stability 0f M arkov 

iump linear systems with disturbance 

GAO Li-jun ，wu Yu—qiang ，FANG Yu—guang 
(1．Institute of Automation，Qufu Normal University，Qufu Shandong 273 1 65，China； 

2．Department of Electrical and Computer Engineering，University of Florida，Florida 3261 1，America) 

Abstract：A jump linear system is defined as a family of linear systems with randomly jumping parameters governed 

by a Markov iump process．It iS used to model the system subject to failures or changes in structure．The almost sure 

stability of a discrete—time jump linear system with disturbance is studied by using the stochastic version of Lyapunov 
second method．A SU币cient condition for almost sure stability iS derived．Some new simpler tractable SUfficient conditions 

for almost sure stability are obtained from the proposed SU媚cient conditions． 
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1 引言(Introduction) 

在工业过程中，许多实际系统都会因内部部件的 

故障、维修、受到突发性环境扰动和子系统之间关 

联发生改变等原因发生突然的变化，这类系统可以 

用如下的跳跃线性随机系统来描述： 

Xk+1=H(ak)Xk+G(ak)Uk，k∈{0，1，⋯ }，(1) 

其 中： Xk ∈ ，H(crk) ∈ ，G( ) ∈ 
， ∈ ，{ }是一个有限状态马尔科夫 

链flf2】．在一些控制系统的设计和分析中，模型(1)的 

稳定性分析是非常重要的．对具有马尔科夫过程的 

线性系统稳定性的研究得到国内外专家的关注[3j4]． 

其研究的主要侧重点是考虑几乎处处稳定性和 一矩 

稳定性．对 一矩稳定性有多种不同的定义： 一矩稳定 

性，指数 一矩稳定性，随机 一矩稳定性．利用随机李 

雅谱诺夫第二方法，文[1】分析了系统(1)的几乎处处 

稳定性，得到了一类充分条件．文[5】中的结果证明对 

具有马尔科夫过程的系统(1)，所有的 一矩稳定性定 

义是等价的，并且都意味着几乎处处稳定性，同时得 

出，对于充分小的 >0， 一矩稳定性和几乎处处稳 

定性是等价的． 

实际过程中，系统往往由于外界随机噪声干扰 

等因素的限制使得其稳定性能受到影响[0，71．基于 

文[1，8】，本文进一步分析了具有干扰的系统(1)的几 

乎处处稳定性问题．当干扰满足线性增长的条件，通 

过李雅谱诺夫第二方法分析其稳定性，证明了对于 

存在干扰的系统(1)，文[1】所得到的大部分性质仍能 

得到满足．并进而提出了一些新的保证其处处稳定 

性的充分条件． 

2 问题提出(Problem statement) 

考虑具有干扰的马尔科夫离散时问跳跃系统 

Xk+l=H(ak)Xk+C(~k)Uk+∈( ，xk)． (2) 

通过配置极点，一个状态反馈 一 ( ) 可将系 
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统(2)转化成如下闭环系统【9】． 

Xk+1=H((Tk)Xk+∈( k，xk)， (3) 

因此 分 析 系 统(2)的稳 定性 可 以转 化 成 分 析 

系 统(3)的 稳 定 性，其 中Xk ∈ ，日( k) ∈ 

，{ k1或者是一个有限状态独立同分布(i．i．d)的 

随机过程，其状态空间为N = {l，2，⋯ ，Ⅳ ， 

对于任意 的J ∈ N，其概率分布 为P{ o = 

． 
1 = pf；或 者 是一 个有 限状 态 时齐 马尔 科 

夫链，其状态空间为N = {l，2，⋯ ，Ⅳ)，转移 

概率矩阵为P = (Pij)Ⅳ Ⅳ，初始分布为P = 

(P1，P2，⋯ ，PN)．∈( k，Xk)∈ 是一个随机干扰 

过程满足 

∈( ，Xk)ll≤~llxkll，Vk≥0， (4) 

其中 是一大于零的常数．为便于分析，作如下定义： 

设 T表示其转置矩阵，对任 意 向量X ∈ 

表示其欧几里德范数，lIAII，是由欧几里德范 

数所诱导的矩阵范数，即lIAII。一 V／Am~x(ATA)． 

ax(·)为最大特征值，E(·)为期望算子．在本文中， 

若无特别说明，均以 代替 ，． 

下面给出几乎处处稳定的定义． 

定义 1 具有马尔科夫过程{ k 的跳跃线性 

系统(3)是几乎处处稳定(渐近地)，如果对于任意 

的x(O)一X0∈ 和{ k)的任意初始分布p，有 

P{．!im lIx(k，X0， )ll=0)一l， (5) 
—’ L． 0  

其中 ∈ ， 为样本空间． 

3 主要结论(Main results) 

在得出主要结论之前，首先给出李雅谱诺夫随机 

稳定性定理． 

引理 1 对于一个具有马尔科夫过程{ k 的 

跳跃线性系统，如果存在一个随机李雅谱诺夫函 

数y(xk， k)满足如下条件： 

条件 1 v(o， 0)一0； 

条件 2 ~(1lx l1)<V(xk，(7k)<~(1lxkl1)’其 
中Q( )， ( )是严格递增的连续函数且满足 (0)一 

(0)一0； 

条件3 E{V(xk+1，(7k+1)lXk=X，(7k= )一 

y(x，i)≤-~(1lxl1)，Vx∈ ，i=l，2，⋯ ，Ⅳ，其 

中 ( )为一非减连续函数且有-y(o)=0； 

则此跳跃系统是几乎处处稳定的． 
Ⅳ 

引理2 如果ai≥0，∑ai=1，bi≥0，则对任 

意的 >0，有 
N N 

!i [∑ai( ) =兀( ) ，Vi∈N． (6) 

下面给出马尔科夫跳跃系统几乎处处稳定的充 

分条件． 

定理 1 对于系统(3)，如果干扰∈( k，xk)满 

足(4)，{ k)为一有限状态马尔科夫链，其转移概 

率矩阵为P = (Pij)．如果存在一系列的正定矩 

阵P(1)，P(2)，⋯ ，P(Ⅳ)满足 
Ⅳ 

sup兀 ((IIH(i)TP(j)H(i)II+2~llH(i)TP(J)II+ 
llXll=1 j=l 

lIP(j)lI)／x P( ) ) ，<l，Vi∈ ，(7) 

那么系统(3)是几乎处处稳定的． 

证 定义李雅谱诺夫函数为 

v(x ，(7k)： xkTP( ) ) ． 

其中 为一大于零的常数．则有 

AV(X，i)= 

E{( k+lTP( k+1 xk+1) 

lXk=X， k= )一 xTP( ) ) = 

E{( kT日( k)TP( k+1)H((Tk)Xk+ 

2 kT日( k)TP( k+1)∈( k，Xk)+ 

∈( k，xk)TP( k+1)∈( k，Xk)) 

lXk—X， k= )一xTP( ) ) = 

E{( T日( k)TP( k+1)日( k x+ 

2xT日( k)TP( k+1)∈( k，Xk)+ 

∈( k，xk)TP( k+1)∈( k，Xk)) 

=  )一xTP( ) ) ≤ 

E{(1lxT日( k)TP( k+1)H((Tk)xll+ 

21IxT日( k)TP( k+1)∈( k，Xk)ll+ 

ll∈( k，xk)TP( k+ )∈( k，xk)l1)~ 

=  )一xTP( ) ) ≤ 

E{(Ilzll lIH((Tk)TP((Tk+ )日( )ll+ 

211xlllIH((7 )TP( + )⋯l∈( ，xk)ll+ 

k，Xk) IP((7k+1)【1) 
—  )一 xTP( ) ) ≤ 

E{(Ilzll (IIH((7 )TP( +1)H((7k)ll+ 

2 l1日( k) ’P((7a+1)ll+ 

liP((7k+1)l1)) 

=  )一xTP( ) ) = 

∑ (1lxll (IIH(i)TP(j)H(i)II+ 
J=1 

2~IIH(i)TP(J)Il+ IIP(J)II))~一 

xT尸( ) ) = 
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(xTp( × N p (11 II (1iB( )TP(删  )11+ 

2~IIH(i)TP(J)II+ IIP(J)l1)／(xTP( ) )) 一1]= 

( TP( ) ) ×“(∑N p 

+ 、
xTp(i)x ’ 

) 一1)． (8) xTp(i)x ／J —J。 、 

由马尔科夫链性质∑N p
巧：1和引理2，I：l。／．"导 

[ N ( + 

望 ’ ± 21 ： 
XTP(i)x 

( 器 + 
堡 ) 

．  (9) 
xTp(i)x 。 、 

由不等式(7)，则对于Vi∈N，存在p，0<P<1，使 

得 

． ( 器 + 
)蚴<p<1．(10) 

xTp(i)x 、‘。 

由式(10)，可得：存在常数 > 0，使得对于任意 

的 ∈ ，IIxlI=1和任意的 ∈ 有 

[ N ( + 

) <p．(11) 
xTp(i)x 、 。、 

事实上，假如式(11)不成立，则对于任意的 >0，存 

Hi0∈ 和 0∈ 满足lIx0ll=1使得 
N

，( + 

) ]；≥p． 
X0TP x0 。／ 

由于S = xllIxlI= 1)是一紧集，不失一般性， 
可以选择一收敛数列 ∈S 满足

．

1im = X0且 

有II 0ll=1．因而有 

， (IIH(io)TP(j)H(io)lll P
ioj(— —  

ZO 

一 十 

J=1 l； 』_I l； 

坐  ) 12) 
∈kLP(io)∈k — 

为方便计，定义 

‰ ㈤ = + 

2cqlH(io)TP(j)ll+ lIP(J)II) 

XTP(i0 x 。 

由于 oJ( )是 上一连续函数，因此对任意的￡> 

0，存在K >0使得当k>K时，有 

。J( )≤ 。j(Xo)+￡． 

由式(12)可易得 

[∑PzoJ( 。J x0)+￡) ]{≥P． 

对上式关于 — 0+取极限，并应用式(9)可得到 

兀( 。j(Xo)+￡)Pio，≥P． 

上式对任意的￡>0都成立．由此得到 

兀( 。j( 0))Pioj≥P． 

上式与式(10)相矛盾，因此式(11)是正确的． 

将式(11)代入式(8)，对任意的X≠0可得 

AV(x，i)≤ xTP( ) ) (p 一1)= 

一 (1～p1)(xTP( ) )g<0． 

由引理1得出系统(3)是几乎处处稳定的． 

下面给出一个更加易于检测其处处稳定性的结 

果． 

定理2 若{ ( ))是一有限状态马尔科夫链， 

其概率转移矩阵为P=(p巧)且干扰项∈( ，xk)满足 

式(4)．如果存在正定矩阵P(1)，P(2)，⋯ ，P(Ⅳ)使 

得 
Ⅳ  

兀A [(1lH( )TP(j)H(i)ll+ 
J=1 

2~IIH(i)TP(j)lI+ IIP(j)lI)P ( ) <1， 

Vi∈N， (13) 

则系统(3)是几乎处处稳定的． 

证 由式(7)可得 

忙

su

忙
p 旦N c + 

!l丝( ± 2jJ、 ，一 
XTP(i)x 
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N

( + 

2 IIH(i)TP(j)ll+ IIP(j)l1) 
XTP(i)x 1p 

旦N( + 
2cdlH(i)TP(j)ll+ IIP(j)lI)x 

XTP(i)x 1 <1 

对上 述方程左右 两边取最大值 并利用 已知结 

论搿  = (Qp-1)，易得证． 
在上述定理中，李雅谱诺夫函数选取为 

y(x ， )= xkTP( x ) ． 

对于由 (0)，⋯ ， ( 一1)生成的 一代数域，则李雅 
谱诺夫函数可合理构造为 

y(x ， 一1)= xkTP( 一1 x ) ， 

然后可得如下结论． 

定理 3 对于系统(3)，如果干扰∈( ， )满 

足(4)，{ 为一有限状态马尔科夫链，其转移概 

率矩阵为P = (Pij)．如果存在一系列的正定矩 

阵P(1)，P(2)，⋯ ，P(Ⅳ)满足 

su

忙
p 

N

1

( +
J 1 忙 =̈ = 0／ 

皑  (14) 

那么系统(3)是几乎处处稳定的．证明略． 

定理 4 若{ ( ) 是一有限状态马尔科夫链， 

其概率转移矩阵为P= (Pij)且干扰项∈( ，xk)满 

足(4)．如果存在正定矩阵P(1)，P(2)，·一，P(Ⅳ)使 
得 

Ⅳ 

兀Amax H(J) rP(j)H(j)ll+2a 
j=1 

IIH(J)TP(J)II+ IIP(J)II)P-1( ) <1， 

Vi∈N ， (15) 

则系统(3)是几乎处处稳定的．与定理2类似，故证明 

略． 

注 1 由于一个独立同分布(i．i．d)的随机过程也是 

个有 限状态马尔科夫链，故上述所有的充分条件对于 具 

有i．i．d随机过程的系统也是成立的，并且结果可能会更加简 

单，易实现．另外，马尔科夫过程{ )也可能不是遍历的，故 

得到的充分条件保守性更低． 

4 结论(Conclusion) 

本文研究了一类具有干扰的跳跃线性系统的几 

乎处处稳定性问题．通过李雅谱诺夫第二方法得出 
一

类新的几乎处处稳定的充分条件，并进而得出一 

些更加易于检测的几乎处处稳定的充分条件．对于 

具有干扰的跳跃系统的几乎处处稳定性和 一稳定性 

之间的关系有待于进一步研究．由于跳跃线性系统 

仅仅是随机系统的一部分，因此对于更加一般的随 

机系统我们可以进行类似的研究． 
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